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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ДИССЕРТАЦИИ 
 
Постановка вопроса и актуальность темы. Связность является одним из 
основных понятий дифференциальной геометрии присоединённых расслоенных 
многообразий.  
История теории связностей начинается с работы Т. Леви-Чивита [24] о па-
раллельном перенесении вектора в римановой геометрии. Эта идея была обоб-
щена в различных направлениях, например, в общей теории относительности. В 
1950 году В. В. Вагнер [6]  и Ш. Эресман [23] независимо друг от друга ввели 
общее понятие связности в расслоенном пространстве. Г. Ф. Лаптев [9], следуя 
идеям Э. Картана [8], линейные связности определяет как множества отображе-
ний бесконечно близких слоев расслоения, соответствующих касательным векто-
рам базисного многообразия, удовлетворяющие определённым условиям. 
А. П. Норденом [12] разработан метод нормализации, позволяющий в каса-
тельных расслоениях подмногообразий проективного пространства индуциро-
вать аффинные связности без кручения. 
В 1926 г. Э. Картан [19] ввёл понятие «неголономного пространства с фун-
даментальной группой G ». 
В работах Г. Ф. Лаптева и Н. М. Остиану [10], [13], [14] получила широкое 
развитие теория распределений m-мерных линейных и гиперплоскостных эле-
ментов в проективном пространстве  и пространстве проективной связности 
. В случае распределения гиперплоскостных элементов в пространствах со 
связностью без кручения эта теория нашла своё отражение в работах 
В. И. Близникаса [4], [5]. Ю. Г. Лумисте [11] изучает распределения на однород-
ных пространствах, названных им пространствами проективного типа. 
nP
nn,P
В работе А. В. Столярова [16], используя данное им определение двойствен-
ных пространств с линейной связностью с точки зрения инволютивных преобра-
зований форм их связностей, значительно расширена теория двойственных ли-
нейных связностей (аффинных, проективных, нормальных), индуцируемых при 
различных оснащениях ряда многообразий пространства проективной связности 
 nn,P .
В. Т. Базылевым [1], [2] получена обширная теория многомерных сетей nΣ , 
погружённых в n-мерное проективное пространство . nP
Э. Картан [20], [21] при изучении семейства асимптотических форм много-
мерных поверхностей проективного пространства  выделил класс таких по-m2P
верхностей , для которых число линейно независимых квадратичных асим-mV
птотических форм kiik 00ωωαα Λ=Φ  ( mmmki 2,1;,1, +== α ) на поверхности 
равно m и поверхность  несёт сеть сопряжённых линий. mV
Чжень Шэн-шэнь [22] показал, что для поверхности Картана  можно mV
построить преобразования Лапласа. Этому результату дал значительное обоб-
щение Р. В. Смирнов [15], построив преобразования Лапласа для произвольных 
p-сопряжённых систем. Поверхность Картана есть частный случай p-сопряжён-
ной системы. 
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Изучением поверхности Картана также занимались В. Т. Базылев [3], 
А. В. Столяров [17] и др.  
Обобщая понятие поверхности Картана, нами вводится понятие «распреде-
ления Картана». 
В проективном пространстве  рассмотрим распределение M  касатель-
ных элементов 
m2P( mA )Π,0 . В репере нулевого порядка система дифференциаль-
ных уравнений распределения M  имеет вид [10] LiLi 0ωω αα Λ=  ( mL 2,1= ). 
Допустим, что: 1) число линейно независимых квадратичных асимптоти-
ческих форм kiika 00ωωαα =Φ , ( )ααα kiikika Λ+Λ= 21  на распределении равно m;         
2) распределение M  несёт m-ткань сопряжённых линий, то есть направления ка-
сательных к линиям ткани  попарно сопряжены относительно любого 
конуса направлений 
M⊂Σ
0=Φα . 
Такое распределение назовём распределением Картана M. 
Объектом исследования настоящей работы являются распределение Кар-
тана M  (главы I и II) и поверхность Картана  (глава III) в 2m-мерном проек-mV
тивном пространстве . m2P
Эти исследования являются актуальными и представляют большой науч-
ный интерес, ибо: 1) исследования по изучению двойственной геометрии по-
верхности Картана  в проективном пространстве  ранее геометрами не mV m2P
проводились; 2) геометрия распределения Картана M  в проективном простран-
стве  до настоящего времени в математической литературе вообще не изу-m2P
чалась. 
Цель работы. Целью настоящего диссертационного исследования является 
построение двойственной геометрии поверхности Картана  и распределения mV
Картана M  в проективном пространстве  на основе широкого привлечения m2P
их двойственных образов. Достижение поставленной цели включает в себя ре-
шение следующих основных задач: 
1) построить основы двойственной геометрии распределения Картана M  в 
проективном пространстве  с существенным привлечением ассоциирован-m2P
ного с M  внутренним образом гиперполосного распределения H  в ; m2P
2) разработать основы теории двойственных линейных связностей (аффин-
ных, проективных и нормальных), индуцируемых при различных классических 
оснащениях (в смысле А. П. Нордена, Э. Картана) распределения Картана M  в 
проективном пространстве , а также найти пути приложения аффинных m2P
связностей к изучению сопряжённой ткани M⊂Σ ; 
3) проводить изучение двойственной геометрии поверхности Картана  в mV
проективном пространстве  на основе привлечения её двойственного об-m2P
раза.  
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Методы исследования. В диссертации используются инвариантные методы 
дифференциально-геометрических исследований, а именно, метод продолжений и 
охватов Г. Ф. Лаптева [9], метод внешних дифференциальных форм Э. Картана 
[18] и метод нормализации А. П. Нордена [12]. Использование указанных методов 
позволило ввести в рассмотрение дифференциально-геометрические факты, 
связанные с дифференциальными окрестностями образующих элементов ис-
следуемых подмногообразий до шестого порядка включительно. 
Все исследования в работе проводятся в минимально специализированных 
системах отнесения, что позволило получить результаты в инвариантной форме. 
Все рассмотрения проводятся с локальной точки зрения. Встречающиеся 
функции предполагаются достаточное число раз дифференцируемыми, то есть 
изучаемые подмногообразия достаточно гладкие, а при доказательстве теорем 
существования – аналитическими. Следует заметить, что результаты по геометрии 
линейных связностей получены с применением теории связностей в расслоенных 
пространствах в форме, данной Г. Ф. Лаптевым [7], [9]. 
Научная новизна. Все результаты, полученные в диссертационном исследо-
вании, являются новыми. Научная новизна их обусловлена тем, что двойственная 
геометрия поверхности Картана  и распределения Картана M  в проективном mV
пространстве  до настоящего времени в математической литературе остава-m2P
лась практически не изученной. 
В диссертации приведены доказательства всех основных предложений, кото-
рые сформулированы в виде теорем.  
Теоретическая и практическая значимость. Диссертационная работа имеет 
теоретическое значение. Полученные в ней результаты могут быть использованы 
при изучении различных многообразий, погружённых в пространства более 
общей структуры, а также многообразий, несущих сеть (ткань) того или иного 
класса (типа). 
Теория, разработанная в диссертации, может быть использована в качестве 
материала специальных и факультативных лекционных курсов для студентов 
старших курсов и аспирантов математических факультетов по геометрии осна-
щённых подмногообразий в обобщённых пространствах, а также при написа-
нии ими курсовых, дипломных и научных работ. 
Апробация. Основные результаты диссертации докладывались и обсужда-
лись на следующих конференциях и семинарах по современным проблемам гео-
метрии: на заседаниях научно-исследовательского семинара молодых исследова-
телей при кафедре геометрии Чувашского государственного педагогического уни-
верситета имени И. Я. Яковлева (Чебоксары, 2006–2008 гг.); на научных конфе-
ренциях аспирантов, докторантов и научных сотрудников Чувашского государст-
венного педагогического университета имени И. Я. Яковлева (Чебоксары, 2006–
2008 гг.); на региональной научной конференции «Современные вопросы геомет-
рии и механики деформируемого твёрдого тела» (Чебоксары, 2006 г.); на XV меж-
дународной конференции «Математика. Образование» (Чебоксары, 2007 г.); на 5-й 
и 6-й молодёжной научной школе-конференции «Лобачевские чтения», (Казань, 
2006–2007 гг.); на заседаниях Казанского городского научно-исследовательского 
геометрического семинара (Казань, КГУ, 2008–2009 гг.). 
Публикации. Основные научные результаты, включённые в диссертацион-
ную работу, опубликованы в 14 печатных работах автора. 
Вклад автора в разработку избранных проблем. Диссертация является са-
мостоятельным исследованием автора. Все опубликованные научные работы по 
теме исследования выполнены без соавторов. 
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Структура и объём работы. Диссертационная работа состоит из введения 
(исторический обзор, общая характеристика и содержание диссертации), трёх глав 
и списка литературы, включающего 99 наименований. Полный объём диссертации 
составляет 129 страниц машинописного текста. 
 
 
КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 
 
В  первой  главе  вводится понятие распределения Картана M  в . В 
разных дифференциальных окрестностях строятся различные поля геометриче-
ских объектов на распределении M, найдены их геометрические характеристики 
(гиперполосное распределение Картана, его двойственный образ, оснащения, 
поле соприкасающихся гиперквадрик). 
m2P
В п. 1 §1 по аналогии с поверхностью Картана  в  вводится понятие mV m2P
распределения Картана M  в проективном пространстве , приводятся диф-m2P
ференциальные уравнения распределения M, сопряжённой  m-ткани  в M⊂Σ
m2P . Доказано, что: 1) сопряжённая ткань Σ  на распределении Картана во вто-
рой дифференциальной окрестности внутренним образом определена самим 
распределением Картана M  в  (теорема I.1); 2) если распределение Картана m2P
M  в проективном пространстве  голономно, то ткань m2P M⊂Σ   голономна 
(теорема I.2); голономное распределение Картана M  в  ( 2 ) является m-m2P >m
сопряжённой системой в смысле Р. В. Смирнова [15]. 
В п. 2 §1 построены внутренние инвариантные оснащения в смысле 
А. П. Нордена и Э. Картана голономного и необязательно голономного распре-
деления Картана M  в . m2P
В п. 1 §2 показано (теорема I.8), что с распределением Картана M  в  во 
второй дифференциальной окрестности инвариантным внутренним образом ас-
социируется гиперполосное распределение H  в , для которого исходное 
распределение M  является базисным. 
m2P
m2P
Найдены дифференциальные уравнения ассоциированного распределения 
H  и условие его регулярности. Методом продолжений и охватов Г. Ф. Лаптева 
[9] построены различные поля фундаментальных и охваченных геометрических 
объектов на распределении H  в . m2P
Центральным результатом п. 2 §2 является теорема I.10: ассоциированное 
регулярное гиперполосное распределение Картана H  в проективном простран-
стве  в четвёртой дифференциальной окрестности индуцирует:     1) про-
ективное пространство 
m2P
m2P , двойственное исходному пространству  от-
носительно инволютивного преобразования 
m2P
J  структурных форм Пфаффа; 2) 
многообразие H   в m2P , двойственное исходному распределению H. 
Таким образом, двойственность ассоциированного гиперполосного рас-
пределения H  в  влечёт за собой двойственность геометрии исходного рас-
пределения Картана M  в , являющегося базисным для H. 
m2P
m2P
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В пп. 1, 2 §3 строятся различные инвариантные оснащения (в смысле 
А. П. Нордена, Э. Картана) распределения Картана M  в  с использованием 
ассоциированного гиперполосного распределения H. Доказано (теорема I.11), 
что нормализация одного из регулярных гиперполосных распределений Карта-
на H  в  и 
m2P
m2Ρ H   в m2P  равносильна нормализации другого, найдена связь 
между компонентами полей оснащающих объектов { }02 , ii m νν  и { }02 , iim νν  под-
многообразий H  и H . 
С использованием двойственного образа регулярного гиперполосного рас-
пределения H  в  в четвёртой дифференциальной окрестности построены 
двойственные инвариантные нормализации [12] распределения Картана M  в 
: нормализации Михэйлеску, Фубини и Вильчинского (теоремы I.12, I.12*, 
I.13, I.14). 
m2P
m2P
В п. 3 §3 доказано (теорема I.15), что распределение Картана M  в  в 
четвёртой дифференциальной окрестности внутренним образом порождает по-
ле инвариантных соприкасающихся гиперквадрик . Найдено условие со-
прикосновения третьего порядка гиперквадрик этого поля с распределением 
Картана M; этим условием является обращение в нуль тензора Дарбу . 
m2P
2
12 −mQ
m
iksD
2
Глава  II  посвящена построению основ теории двойственных линейных 
связностей (аффинных, проективных, нормальных) на оснащённом распределе-
нии Картана M  в проективном пространстве . m2P
В §1 второй главы доказано (теорема II.1), что на нормализованном распре-
делении Картана M  в проективном пространстве m2Ρ  индуцируются две двой-
ственные аффинные связности 
1∇  и 2∇ , причём эти связности обобщённо со-
пряжены относительно поля тензора  вдоль любой кривой l, принадле-
жащей распределению Картана. Пространство аффинной связности  
 имеет нулевое кручение тогда и только тогда, когда распределение 
нормалей первого рода  (второго рода ) является голономным. 
m
ik
2M
mm,2
1
A
( mm,22A )
)(νNm )(1 νNm−
Найдены геометрические характеристики параллельного перенесения до-
пустимого направления в аффинных связностях 
1∇  и 2∇  вдоль любой кривой l, 
принадлежащей распределению Картана M. 
Найдены условия совпадения связностей 
1∇  и 2∇  пространств  и 
 (теорема II.2): на распределении Картана M  в  с полем симметрично-
го тензора  аффинные связности 
mm,2
1
A
mm,2
2
A m2P
m
ik
2M
1∇  и 2∇  совпадают тогда и только тогда, 
когда ассоциированное распределение H  является взаимным, нормализация M  
есть нормализация Михэйлеску и соприкасающиеся гиперквадрики имеют ка-
сание третьего порядка с распределением M. 
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Доказано (§2), что на оснащённом в смысле Э. Картана распределении 
Картана M  в  индуцируется первая проективная связность; найден тензор 
кривизны-кручения соответствующего пространства проективной связности 
. 
m2P
mm,2
1
P
Центральным результатом §3 является теорема II.4: при оснащении в смыс-
ле Э. Картана распределения Картана M  в  с полем симметричного тензо-
ра  кроме первой проективной связности индуцируются ещё две линейные 
связности проективного типа, причём: 1) соответствующие пространства 
проективной связности  и  двойственны тогда и только тогда, ко-
гда тензор  обращается в нуль; 2) пространства  и  являют-
ся двойственными. 
m2P
m
ik
2M
mm,2
1
P mm,2
2
P
)(νDkiv mm,2
1
P mm,2
3
P
Если пространства  и  являются двойственными, то все три 
пространства проективной связности , ,  попарно двойствен-
ны между собой. 
mm,2
1
P mm,2
2
P
mm,2
1
P mm,2
2
P mm,2
3
P
Найдена геометрическая характеристика аналитического условия двойст-
венности пространств  и  (теорема II.5): связности пространств 
 и  двойственны тогда и только тогда, когда при смещениях центра 
 распределения Картана M  в  вдоль любой кривой l, принадлежащей 
распределению M, смещение оси 
mm,2
1
P mm,2
2
P
mm,2
1
P mm,2
2
P
0B m2P [ ]um MBN ≡− )( 02  оснащающей плоскости Кар-
тана [ umm MMBN ,)( ]~ 201 ≡−  принадлежит характеристике 1−Πm  оснащающего 
распределения гиперплоскостных элементов; при этом ось  совпадает с 
осью Кёнигса [ ]. 
[ uM ]
uK
Найдены инвариантные аналитические условия совпадения связностей 
пространств  и ,  и . Доказаны следующие предложения: mm,2
1
P mm,2
2
P mm,2
1
P mm,2
3
P
– связности пространств  и , индуцируемых при оснащении 
распределения Картана M  в  с полем симметричного тензора , совпа-
дают тогда и только тогда, когда эти пространства двойственны и тензор  
обращается в нуль (теорема II.6). 
mm,2
1
P mm,2
2
P
m2P
m
ik
2M
m
iksb
2
– условием совпадения связностей пространств  и  является 
одновременное обращение в нуль тензоров  и  (теорема II.7). 
mm,2
1
P mm,2
3
P
)(νbkiv
m
iksb
2
В §4 доказано (теорема II.8), что на распределении Картана M  в , ос-
нащённом в смысле Нордена-Картана, в расслоении нормалей первого рода ин-
дуцируются пять нормальных связностей 
m2P
⊥∇a  ( 4,0=a ). В случае голономного 
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или взаимного с полем симметричного тензора  ассоциированного гипер-
полосного распределения H  в  связности  и  совпадают. 
m
ik
2M
m2P
⊥∇3 ⊥∇4
Справедливо предложение: если на оснащённом в смысле Нордена-Кар-
тана распределении Картана M  в  оснащающая плоскость )m2P (~ 1 νNm−  непод-
вижна, то нормальная связность ⊥∇a  является плоской тогда и только тогда, ко-
гда она полуплоская (теорема II.9). 
Найдены условия совпадения нормальных связностей, индуцируемых на 
оснащённом в смысле Нордена-Картана распределении Картана M  в  (тео-
ремы II.10, II.11): 
m2P
– нормальные связности  и  совпадают тогда и только тогда, когда 
нормализация распределения M  является взаимной относительно поля соприка-
сающихся гиперквадрик; 
⊥∇3 ⊥∇0
– нормальные связности , ,  вырождаются в одну тогда и только 
тогда, когда любые две из них совпадают. 
⊥∇1 ⊥∇2 ⊥∇4
В §5 рассмотрены поля плоскостей, являющиеся параллельными в нормаль-
ных связностях ⊥∇a . Показано, что: 
– на оснащённом в смысле Нордена-Картана распределении Картана M  в 
 поле характеристик  ассоциированного гиперполосного распре-
деления H в  является параллельным в каждой нормальной связности 
m2P )( 01 Bm−Π
m2P
⊥∇a ; 
– поле инвариантных прямых [ ]mNBh 20≡  является параллельным в нор-
мальной связности ⊥∇a  тогда и только тогда, когда тензор )  обращается 
в нуль; 
(,2 νA
u
km
– для распределения Картана M  в  в третьей дифференциальной окрест-
ности существует единственная инвариантная внутренним образом определяе-
мая нормализация M,  поле инвариантных прямых  которой является парал-
лельным в нормальной связности 
4P
h
⊥∇a . 
В §6 второй главы найдены приложения двойственных аффинных связно-
стей  и  пространств  и  к изучению геометрии вполне сопря-
жённой ткани на распределении Картана M  в . Заметим, что сопряжённая 
ткань  на распределении M  называется вполне сопряжённой, если на M  фун-
даментальный тензор  симметричен. 
1∇ 2∇ mm,21A mm,22A
m2P
Σ
m
ik
2M
Доказаны следующие предложения: 
– двойственные поля m-мерных и )1( −m -мерных гармонических плоско-
стей на распределении Картана M  в , несущем вполне сопряжённую        m-
ткань , во второй дифференциальной окрестности задают двойственную 
m2P
Σ
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внутренним образом определённую нормализацию подмногообразия M  (теоре-
ма II.15); 
– поля гармонических плоскостей  и  вполне сопряжённой m-ткани 
 нормализуют распределение Картана M  взаимно относительно поля 
инвариантных соприкасающихся гиперквадрик тогда и только тогда, когда 
данная ткань есть ткань Дарбу (теорема II.16); 
i
mq2
0
iq
M⊂Σ
– вполне сопряжённая m-ткань Σ  на распределении Картана M  в  есть 
ткань с совпавшими псевдофокусами  (с совпавшими псевдофокальными 
гиперплоскостями ) тогда и только тогда, когда относительно поля её гармо-
нических плоскостей  
m2P
j
iF
j
iη
0
iq ( )i mq2  она является геодезической тканью второго 
(первого) рода (теорема II.17); 
– если ассоциированное гиперполосное распределение H  в  является 
голономным или взаимным, то исходное распределение Картана M  в , на 
котором вполне сопряжённая m-ткань 
m2P
m2P
Σ  является чебышевской первого и вто-
рого родов (одновременно), имеет соприкосновение третьего порядка с сопри-
касающимися гиперквадриками тогда и только тогда, когда поля гармониче-
ских плоскостей [ i ]η  и  m-ткани нормализуют подмногообразие M  взаимно 
(теорема II.18). 
[ iF ]
Глава  III  диссертации посвящена изучению двойственной геометрии по-
верхности Картана  в проективном пространстве . mV m2P
Материал п. 1 §1 носит реферативный характер; здесь даётся определение 
поверхности Картана  в , приводятся дифференциальные уравнения по-
верхности  и сопряжённой сети 
mV m2P
mV mm V⊂Σ  в ; при 2  поверхность Кар-
тана  в  является m-сопряжённой системой [15] и существует с произво-
лом в )  функций двух аргументов. 
m2P >m
mV m2P
1( −mm
Показано, что с поверхностью Картана  в  в третьей дифференци-
альной окрестности внутренним образом ассоциируется гиперполоса , для 
которой данная поверхность Картана  является базисной (п. 2 §1). Такая ги-
перполоса названа гиперполосой Картана , ассоциированной с поверхно-
стью  в . Найдены дифференциальные уравнение гиперполосы Картана 
 в  и условие её регулярности (теорема III.2). 
mV m2P
mH
mV
mH
mV m2P
mH m2P
В п. 3 §1 получен один из центральных результатов третьей главы (теорема 
III.3): ассоциированная регулярная гиперполоса Картана  в  в шестой 
дифференциальной окрестности индуцирует: 1) проективное пространство 
mH m2P
)(P2 mm H , двойственное исходному пространству  относительно ин-
волютивного преобразования 
)(P2 mm H
K
J
K
JJ Ω→Ω:  структурных форм Пфаффа;       
2) многообразие mH  в m2P , двойственное исходному . mH
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Следовательно, двойственность ассоциированной гиперполосы  в  
влечёт за собой двойственность геометрии исходной поверхности Картана  в 
, являющейся базисной для . 
mH m2P
mV
m2P mH
В §2 рассматривается нормализация Нордена-Чакмазяна поверхности Кар-
тана  в . Доказано (теорема III.4), что нормализация одной из регулярных 
гиперполос Картана  в  и 
mV m2P
mH m2Ρ mH  в m2P  равносильна нормализации другой.  
Показано (теорема III.5), что поверхность Картана  в  в пятой диф-
ференциальной окрестности внутренним образом порождает поле инвариант-
ных соприкасающихся гиперквадрик , причём в каждой точке  ка-
сательная плоскость  и характеристика 
mV m2P
2
12 −mQ mVB ∈0
)( 0BmΤ )( 01 Bm−Π  полярно сопряжены 
относительно соответствующей локальной гиперквадрики. Условием сопри-
косновения третьего порядка гиперквадрик с поверхностью  является обра-
щение в нуль тензора Дарбу . 
mV
m
iksD
2
С помощью двойственного образа регулярной гиперполосы  в  в 
пятой дифференциальной окрестности построены взаимные внутренние норма-
лизации Фубини и Вильчинского поверхности Картана  в  (теоремы III.6, 
III.7). 
mH m2P
mV m2P
В §3 третьей главы рассматриваются двойственные аффинные связности 
1∇  
и  на нормализованной поверхности Картана  в  и их приложения. 
2∇ mV m2P
В п. 1 §3 доказано (теорема III.8), что на поверхности Картана  в , 
нормализованной в смысле Нордена-Чакмазяна, индуцируются две аффинные 
связности  и  без кручения, двойственные относительно инволютивного 
преобразования 
mV m2P
1∇ 2∇
J  форм связности. Эти связности сопряжены [12] относи-
тельно поля симметричного тензора . Связность mik
2M
0∇ , средняя по отноше-
нию к  и , является вейлевой с полем невырожденного тензора . 
1∇ 2∇ mik2M
Получен (§ 3, п. 2) ряд результатов по изучению внутренней геометрии вза-
имной нормализации поверхности Картана  в : mV m2P
1) показано (теорема III.9), что альтернированные тензоры Риччи  и 
 двойственных аффинных связностей 
][
1
ksr
][
2
ksr
1∇  и 2∇ , индуцируемых взаимной 
нормализацией поверхности Картана  в , совпадают; следовательно, гео-
метрии этих связностей могут быть эквиаффинными лишь одновременно; усло-
вием их эквиаффинности является римановость средней связности ; 
mV m2P
0∇
2) доказано (теорема III.10), что геометрии двойственных аффинных связ-
ностей  и , индуцируемых нормализацией Фубини поверхности Картана  
в , являются эквиаффинными, а их средняя геометрия – риманова; 
1∇ 2∇ mV
m2P
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3) доказано (теорема III.11), что если для взаимной нормализации в смысле 
Нордена-Чакмазяна поверхности Картана  в  тензоры Риччи двойствен-
ных аффинных связностей  и 
mV m2P
1∇ 2∇  совпадают , то данная нормализа-
ция является нормализацией Вильчинского 
( ksks rr 21 = )( ){ }02 W,W ii m− . 
Показано (теорема III.12), что двойственные аффинные связности 
1∇  и 2∇ , 
индуцируемые на нормализованной в смысле Нордена-Чакмазяна поверхности 
Картана  в , совпадают тогда и только тогда, когда данная нормализация 
является взаимной относительно поля соприкасающихся гиперквадрик и гипер-
квадрики этого поля с поверхностью  имеют соприкосновение третьего по-
рядка; при этом связность 
mV m2P
mV
021 ∇≡∇≡∇  является римановой с полем метрического 
тензора . mik
2M
В п. 3 §3 найдены приложения двойственных аффинных связностей к изуче-
нию геометрии сопряжённой сети mΣ  на поверхности Картана  в проектив-
ном пространстве . Имеют место следующие утверждения: 
mV
m2P
а) поля гармонических плоскостей  и  сопряжённой сети на поверх-
ности Картана  в  нормализуют поверхность  взаимно относительно 
поля инвариантных соприкасающихся гиперквадрик тогда и только тогда, когда 
данная сеть есть сеть Дарбу (теорема III.14); 
i
mq2
0
iq
mV m2P mV
б) сопряжённая сеть  на поверхности Картана  в  есть сеть с сов-
павшими фокусами  (с совпавшими фокальными гиперплоскостями ) то-
гда и только тогда, когда относительно поля её гармонических плоскостей  
mΣ mV m2P
j
iF
j
iη
0
iq( )i mq2  она является геодезической сетью второго (первого) рода (теорема III.15); 
в) поверхность Картана  в , на которой сопряжённая сеть  явля-
ется чебышевской первого и второго родов (одновременно), имеет соприкосно-
вение третьего порядка с соприкасающимися гиперквадриками поля тогда и 
только тогда, когда поля гармонических плоскостей 
mV m2P mΣ
[ ]iη  и  сети нормали-
зуют поверхность  взаимно (теорема III.16); 
[ ]iF
mV
г) если поверхность Картана  в  нормализована полями гармониче-
ских плоскостей сопряжённой сети 
2V 4P
2Σ , то обе внутренние геометрии могут 
быть квазиевклидовыми лишь одновременно (теорема III.18); 
д) если поверхность Картана  в  ) , несущая сильно сопряжён-
ную чебышевскую сеть первого и второго родов, нормализована полями гармо-
нических плоскостей сети, то обе внутренние геометрии являются аффинными 
(локально) (теорема III.19). 
mV m2P 2( >m
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИИ, 
ВЫНОСИМЫЕ НА ЗАЩИТУ 
 
1. Доказано, что с распределением Картана M  в  во второй дифферен-m2P
циальной окрестности инвариантным внутренним образом ассоциируется ги-
перполосное распределение H  в , для которого исходное распределение M  m2P
является базисным. Показано, что ассоциированное регулярное гиперполосное 
распределение Картана H  в проективном пространстве  индуцирует проек-m2P
тивное пространство m2P , двойственное пространству  и многообразие m2P
H   в m2P , двойственное исходному распределению H. 
2. Доказано, что нормализация одного из регулярных гиперполосных рас-
пределений Картана H  в  и m2Ρ H   в m2P  равносильна нормализации другого. 
С использованием двойственного образа регулярного гиперполосного распре-
деления H  в  в четвёртой дифференциальной окрестности внутренним ин-m2P
вариантным образом получен ряд двойственных [16] нормализаций [12] рас-
пределения Картана M  в  (нормализации Михэйлеску, Фубини, Вильчин-m2P
ского). 
3. Показано, что на нормализованном распределении Картана M  в проек-
тивном пространстве  индуцируются две двойственные аффинные связно-m2Ρ
сти  и , найдены их приложения к изучению геометрии вполне сопряжён-
1∇ 2∇
ной ткани на распределении Картана M. Доказано, что на оснащённом в смысле 
Э. Картана распределении Картана M  в  индуцируются три линейные связ-m2P
ности проективного типа, причём соответствующие пространства проективной 
связности  и  являются двойственными, найдено условие двойст-mm,2
1
P mm,2
3
P
венности пространств  и . Получены инвариантные аналитические mm,2
1
P mm,2
2
P
условия совпадения связностей пространств  и ,  и . По-mm,2
1
P mm,2
2
P mm,2
1
P mm,2
3
P
казано, что на распределении Картана M  в , оснащённом в смысле Норде-m2P
на-Картана, в расслоении нормалей первого рода индуцируются пять нормаль-
ных связностей ⊥∇a ; исследованы поля плоскостей на распределении Картана 
M, параллельные в этих нормальных связностях. 
4. Доказано, что с поверхностью Картана  в проективном пространстве 
 внутренним образом ассоциируется гиперполоса , для которой данная 
поверхность Картана  является базисной. Показано, что ассоциированная ре-
гулярная гиперполоса Картана  в  индуцирует проективное пространст-
во 
mV
m2P mH
mV
mH m2P
)(P2 mm H , двойственное пространству , и многообразие )(P2 mm H mH  в m2P , 
двойственное исходному . Доказано, что нормализация одной из регуляр-
ных гиперполос Картана  в 
mH
mH m2Ρ  и mH  в m2P  равносильна нормализации 
другой. С помощью двойственного образа регулярной гиперполосы  в  
построены взаимные внутренние нормализации Фубини и Вильчинского по-
mH m2P
 13
верхности Картана  в . Найдены двойственные аффинные связности mV m2P
1∇  и 
, индуцируемые на нормализованной поверхности Картана  в . Найде-
ны пути приложения полученных аффинных связностей к изучению двойствен-
ной геометрии сопряжённой сети 
2∇ mV m2P
mm V⊂Σ  в . m2P
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